
���������
	��
�������

� 	�����������	�������� �!�#"%$&�#	�	���$'�("
) �#$&*�	���+�$&�-,���� ./���0�#��$&1#"�	
2 ��3(���#$&�#"%�����54�����	�	��
./���0�(��$&1#"�	6.87�9:��;=<

�!�("�>?���#1

�@�A��$&>CBD�:����EGF/��+H��$I�-JLK 	�1LKM����K 3#E

NPO(Q�RTSVU!SWQ�XZY
[L\�]_^a`
b=cGQ�\d`fegXih=`
jZjiO
O#k_lnm�c�\�c�Q�o!U8p�XibqjiXZk

e6r:s�tvu#w_x�y�z:w/s�zvp{u#|6^~}#���

�/�=�L�����#�_�������L�#���_�����G���/���!�����/���������L�
�:�������������q�������%�#�!�������#�#�!�����d�_�(�



���������	�
������
������	��������������������
���� �"!#�������
$%���&��$%���'$%�(���*)+�"�,�-��$%�"�����+.��,�������+��������
0/�12�3�4������)
�+�5����!#6
��)	.7�8���8���3�
���&�5.��9�	�&�*���+�:������;*<	�&.7�=���+�&�*���3!%6����+��> 6 
�
�������$%.?�&@&$%�A�������+��������
B.����C<(�?.��&
D�3)+�����
���+�E�+�5�����	�8
������9�3���5.���$#.���!:��
����&���	���F!G��.���!H��6 
�
I������$G�������=���+�8
������8J&���+������!H��6 
I
�������6�������/
1?��$K�+JL��$K�+J�)3!#����$#�M6F���+������6N;*�=$O�P������� )+.��8�Q�R��@������+�3���S� $%�������T.��8�������+�M������
U;*�
$G.7�R
��Q6L<(�=)+�����
���9.����+��)
���'
������'���*���	�D��6�
I
�������$#���:���*�9���+�����&/�VW�'�
����.���$K<��'���+�H����!#�5��$#���	���3$X�W���A���
$G�:��@ �����+�3���
�Y$#�������	.��Z�������	��������
[���2���+�Z������!#������!Y���+���(�Z�P����.���$O�T�������(���+��
I�"��!%\&���(���+���&���+���]J&���&
�������$%.^�3�+���+�&
����+�
����!#�5�����9���'���+�A<���)3�	�3����6I���]���	�:.�)3��\5�&/�VW�:���+�"�0���+��;_�	��;`���	�?�a@������+�
���9�Y$#�������+.��:�������+�M�4����
B.����
<��:)+���a�8���I�
����$#\&����� �"!#������!(�3���".���$O�+��$G���+�-�������b��<Pc���.���/

d0egf�h�i�j
k�h

l8m�nToDpTi�q]f&rtsgn(uFuWm�h�i�nPvZs]w
m
xGm�h�pTy�vZz8{Gf�h�jPygk�m|h�i�j	ygf�}�pTi�u_vZs]{4yg~T�]xGj	i�{Gh�nNh��gm�pTi�n

4�E�	�>&	������#$&+H����$&���v$&+ ���v$&�A��"�	 �#������	�+�+�$'�("5���
	��H����$&���vF/J#$&� J{��	�1#3#��	�+�$'�(�#3#��+�J
���
	�+����:� ��$ ��>���+���$&� E:>&$'E�	Q�
��	��(��	�+�	��G� ����$&�%�#+�K:�C�@J���+!�:����,
���#�(>'$&������$&���(+!� ���#"%$&�#"��i���%� �(��	��#������	�+�+�$&�#"��i�%�!�%�#��$&����>(�HJ
���H������	��!��	����%"��#$X�
��$&�����&�"�q���
3#+�	g��+/� +�J�����	�1#	�+�����$'�(�����8$&�5�����5�#>&	���	��%�
� 	����8��	�����"��($'��$&���5+�,�+���	���+dK84�J����
	�1#	�+�����$&�#��$'�%�#+8���
��J#$&+@EG$&�#1a����	/��>&+�� ��J#	8+�3#�3� 	����@������	��#	�F 	�1
$'����	���	�+��!$&�
��J#	���������	����@���������
���@�A���#$&�#3#>?����$'�%�a���(1
"��H��+��#$&�#"
�����%�
� 	�����+b�M95��K 2 J#	���	 ����	0�A���G, �-,��
	�+ ����+�E�	�>&	�� ��> +�J����
	01#	�+�����$&�#����� ���#1 �A���G, F���,�+ $&� F/J#$&� J ��J#	�,
����� �
	 ���%���#3#��	�1LK ���/��������$&��3#>?�����#�%��	
����	 ��J#	 �C���5$'>&, ���/+�J����
	 1#	�+�����$&�#������+�����+�	�1 ���v�($'� ���#"%	��G�g��$&�7�
��>&	�+_F/J#$&� Ja$&�#��>&3#1#	/��J#	�4�,����5	�����$&���D��$&+ 2 �H���#+-�i�%�����i4	� 2D� � �����%4���������J#	�1W��������>D4�,��5��	�����$&	�+D�i4T�L4 � � �����
;!������	�+�+H�C���i	�����$&�#"a4�,����5	�����,�������>&,�+�$&+��Z;2��4	� � � �&�!���#15��J#	 4�,G�5��	�����,54�	����i4#4 � �K�&��K � $X��	���	��#��	�+8F/$&��J($'�
��J#$&+!�C���5$'>&,
������3#�_1(3#	/���6F/J����_�#$&� ���#"%	��G�=��$&����>&	�+8����	���>&>&��F 	�1a���6���%�G����$&�#3#��	/��� ��J(	/+�E�	�>'	������5���#1 F/J#	���	
��J#	 +�E�	�>&	��H��>��
�%$'��� $&+ 1#� ��F/� $&� ��	�> ����$&��� ��� 	����HJ ��$&����>'	%K �/� ��J#	 �:����,5�5	���J#��1#+ F/J#$&�HJ �d��� �
	 3#+�	�1 ���
"�	��(	��H����	���J(	�+�	 ���#15����J#	��8+�E�	�>&	��H��>�+�J����
	�1(	�+�����$'�(������+8�5��+��������5�
	��(3#�8$&�G���6�i��3(�8������	�"%����$&	�+dBI�C��	��H����$&*�	
	����%+�$&���0���L��J#	�+�J�����	��
��3#�(1�����, ��J($'�(�#$&�#"(�(�K������F/��*�	��#���%����"�����$&�%�6�i��������J#	��
��3#�#1
����,L�K������1#	���	�����$&���
���'��>'���d��>(�A����$&�A�Y� ���a��1#$'+��H���#��	8���H���(+-�i�%����� ���������#1a���
��>&,���$&����>(��	���J#��1#+&�H�i�%�!+�$&�5�#>&	8+�J����
	�+5���i�%>&>'��F/$&�#"
+��%��	 �-���������!�i3#�#����$&���{���#�#���Y��$&�A����$'���,� �
��>&,�"����{���#�(������$'�:����$'�%�A�%��+��#>&$'�(	'�
����$&�#"N� �&������K

�Z� � � � � � � �

� $'"%3#��	a��B 2 J#	g��	�>?����$'�%�#+�J($'�:���=��J#	64	� 2 ���0��J#	g1#$&+��H���(��	g���H���(+-�i�%���

2 J#	�$&1#	d� �
	�J#$&�#15��J#	�1#$&+�� ���#��	����H���#+-�i�%�������#�#���G��� J5$&+8	����#>?��$&�#	�15$&���
"%3#��	
�%K2�Z�@F 	�F/$&+�J5���
���(�H��$&�
��J#	_+�,�����	�����$&� � ��$'+���� ���#+C�i����� ���D��J#	_��	�	_+�J
���
	_$&�I�
"%3#��	��d�/��J#	��6F 	A�
��+��L���#� ��$&�6$&��+�1#$&+�� ���#��	=���H���#+-�-�����
��+�$&�F�D"�3#��	5���LK 2 J#$&+ ��+�+�$&"%�#+ � *���>&3#	 ���5	����HJv�#$G��	�>@F/$&��J#$&�v��J#	 +�J
���
	 	���3#$&*���>'	��G�����5��J#	 1#$&+�� ���#��	 ���
��J���� �($%��	�>����
��J#	��#	�����	�+�� �
�%$'���8������J#	��
����1(	���K 2 J(	�+�,G�5��	�����$&�g� ��$'+8���!��J(	��
"%3#��	���������	�+��
���#1(+ ��� ��J#	
��>&������>��:����$&�A���0���@��J#	g1($'+��H���#��	g��� ���#+C�i����� ��+��d���A��	���1#$&>&, �
	g+�	�	��A�G,������5������$'�("=�
"�3(��	�+ ��� ���#1 ���%K
2 J#	�3#+�	����=� 1#$&+��H���(��	����H���#+-�-����� $&+/� "%	��#	�� ��>����#�(���G���HJ:���(15+��
	���$X�
����	��HJ#�($%��3#	�+_�i���8��J#	�1#	���	�����$&���

���8��>&������>!�:����$&�5����*�����,:F/$'1#	�>&,GK 2 J#	�+�	6$&�#��>&3#1#	 +�$&���#>&	6�
	d��E:1#	���	�����$&�%���&�5�&���(��J#$&�#�#$&�#"��%�
	��H����$&���(+0�K���
���#1W�
>&��	���$&�#"��&�%�"��K����#����J#	��/$&�G��	���	�+���$&�#"a1#	�*�	�>&�%�#��	�����$&+/��J#	 3#+�	 ���8������$'*�	 ���������%3#��+C�&��93��K

�

�4�4�&�

�5�X�3�

 P¡ ¢�£
¤G¥W¦&§8¨�©&ªY«:¨I§|¬^¥�¥C¨Q©Y§3­�¥3®E¯X°C±�¢T£3¤%¥L¦�²8«*¥=¨�¥Q¥0¡ ³�¨t´P¡ ¨�³�§3°5µ�¥=³�¤¶§3°&¨7·Mª	¤M¸|¹2³�©Y¡ ¨�§&¨�¨a¡ ¢T°&¨�§8º�§3»K£5¥C³�ªL¥5§&µ ©
­Y¡ ¼ ¥�»Z«?¡ ³�©�¡#°L³�©&¥b¨Q©Y§3­�¥W¥�½T£�§3»,³�ª_³�©&¥N¸C¡#°Y¡#¸8£
¸U´P¡ ¨�³�§3°5µ�¥|·�¤GªT¸U³�©Y§&³|­�¡ ¼�¥ »Z³�ª_³�©&¥b¨Q©Y§3­ ¥_² ªT£3°Y´	§�¤G¾5®B¬�©&¥
¿ ¾3¸0¸�¥�³�¤4¡ µ�À*¼
¡ ¨-¬*¤¶§3°&¨7·Mª	¤M¸Bª�·*§D¬^¥�¥�¨�©�§3­�¥
¹�±�¢T£3¤%¥9¦Qµ
¹3µ�ª	¤�¤G¥�¨�­ ªT°5´3¨2³�ª9³�©&¥EÁ�» ª+µ5§3»P¸9§�¼3¡#¸C§&Â9ªY·,³�©&¥�´P¡ ¨�³�§3°5µ�¥
³�¤¶§3°&¨7·Mª	¤M¸|®

Ã-Ä�Ã Å�Æ � �����%�#�!�������#�#�!�����d�_�#� �AÇtÇ��#�_�!� Æ ��� �G� �L�����#�_�����G���#���=�

È ÉAÊ8Ë-Ì-ÍWÎ�ÏFÐ�Ë?Ñ&Í�Ê



(a) (b)

2 J#	a�A��$&� 1#� ��F/�����HE F/$'��J ��J#	a1#$&+�� ���#��	a���H���(+-�i�%���~���(�#�������HJ ���{+�E�	�>&	����%�#$&+H����$&��� $&+6��J����6$'�6�d��� ���#>&,
�#����1(3#��	���J(	�4�,G�5��	�����$&�g����$&+ ��� ���#+C�i����� �Z4	� 2D� F/J#$&� J 1(��	�+ �#�%� �����#��3#��	g��>'>���J#	��
�%��	�����$?��>�+�,����5	�����$'	�+
���@� +�J����
	�K 2 J(	�4	� 2 $&+_��J#	 >&����3#+=���q��	��G����	�+=���q��$&����>'	�+_�($'� ���#"%	��G�=���
� +�J����
	/�
�%3#�#1�����,a���#1

K��C�C�
"%3#��	 9���F8	8+�	�	���J#	/4+� 2 �i�%�_����	���� ���#"%>'	3��$&�C�
"%3#��	 9��
F 	8+�	�	8��J#	
	������ �a+�,��5��	�����$&	�+�����	�����	�1{$ �/��>'>!�#$&� ���#"%	��G����$&����>&	�+ ����	
��>&>&��F 	�1{���5����������$&�#3(��	6������J(	6+�E�	�>&	������LK��C�{��J#	
4	� 2 ��	����H��$&�0+�E�	�>&	�� ��>��-	�����3#��	�+ ����	�+�3#�#�#��	�+�+�	�10�G, ��J(	/�#�����G$&�5$'�C, ���L����J#	��@�
�%3#�#1�����, +�	�"%��	�����+@$&� �gF��d,
F/J#$&�HJ5�d���5+�	�	�� ���%3#����	��8$&����3#$&��$'*�	%K 2 J#$&+8�����5�
	�$&���
�%��� ���G��$ �@��J#	�+�E�	�>&	������5$&+8���
�
	�3#+�	�15$&�:���5���3� 	����
��	�����"��($'��$&���A+�,�+���	�� K 2 J#	 �#��	�+�	��#��	g���8���:������>&3#1($'�("0�
�%3#�#1�����,0�i�%��	��#�����#>&	 �����:+�3#�#�(��	�+�+�+�,G�5��	�����$&	�+
F/J#$&�HJ F8��3#>&1 �%��J#	���F/$&+�	A����������$&�#3(��	5��� ��J#	5+�E�	�>&	����%�LK 2 J#$&+
$&+0���#	A��	���+���� F/JG, ��J#	5���%���#3#� ����$'�%� ���
+�E�	�>&	������#+/F/J#$&�HJ:�����(��3#��	g���%��	 +�,����5	�����$'	�+���J����:��J#	64	� 2 $&+�� F �%����JGF/J#$&>&	g"%�G��>CK

� $&"%3#��	69#B

� 	 ��1(1#��	�+�+5��J#	v�#�����#>&	�� ���0�
	��-�i�%����$&�#" +�E�	�>'	������($'+ ����$'�%� 3#+�$'�("f�T1#$&+��H���#��	 ���H���#+-�-����� K ��3#�5�:��$&�
����������$'�(3#��$&��� $&+/��� �#��	�+�	��G����� 1#$&+��H���(��	 ���H���#+-�i�%��� 1#	���$'*�	�1:3#+�$&�#" +��H���#1�����1:��	��HJ(�#$G�G3(	�+8�i���%�
+�$&�#"%3#>?����$&�C,{��J#	��%��,GK � 	 1(	����%�#+����H����	 J#��F ��J#$&+g	�����	��#1#	�1 1#$&+��H���#��	
���H���#+-�-����� ����� �
	 3#+�	�1 ���A1#	���$&*�	
+�E�	�>&	�� ��>�+�J����
	g1#	�+�����$&�#������+�F/J#$&� J5�����#��3(��	g������	�+�,�����	�����$&	�+����=� +�J����
	���J����A�����5�
	 ������3#$&��	�15��, ��J#	
+�� ���#1�����1 1#$&+�� ���#��	=��� ���#+C�i����� ���#�#���G��� JLK � 	_+�3#"�"%	�+�����J�����+���3#1#,�$&�#"�1#$&+�� ���#��	=��� ���#+C�i������+!���(16��J(	�$&�L����>&	
$&� +�E�	�>&	������#$&+ ����$&�%�5�i���%� ��J#	 �
�%$'��� ��� *�$'	�F ��� +�$&�#"�3#>?����$&�-,A��J#	�����,A�#����*�$&1#	�+���� $&�G��	���	�+���$&�#"��
	���+��
	�����$&*�	
F/$&��JA�:����,�*���>&3����#>&	g�#	�FP$'�(+�$&"�J���+�K

� ��	��G���H��> ��+�+�3#���(��$&��� ���/��J#	 1($'+��H���#��	 ���H���#+-�i�%��� ���#�(���G���HJ $&+g��J���� +�E�	�>&	�� ��> � �G	�+g���%����	�+��
�%�#1 ���A��J#	
��>&������>L�A����$&�A� �0�d�_��J#	6�!3#��>&$&1#	����A1#$&+�� ���#��	g��� ���#+C�i����� K+�W�A����J#	��:����$'�d��>q������>&,G+�$&+����=��J#$&+���+�+�3#���#��$'���
�i���%����J(	 �
��$&�G� ���=*�$&	�FP��� +�$&�#"�3(> ����$&�C,���J#	�����,��'�&�7�@$&+/"�$&*�	�� ��	�>'��FPF/J#$&�HJ >'	d��1#+ ���a��J#	 $&�G������1#3(����$&��� ���
��J#	 	�����	��#1(	�1{1#$&+��H���(��	6��� ���#+C�i����� K�����F 	�*�	��&�D�
	 �i����	6	��a������E�$'�("���� � �-�����:��>!��J(	�����	���$&����>_������>',�+�$'+�F 	
�i	�	�>q$&��$&+ $&�#+�����3(����$&*�	6����"�$&*�	 ��� $&�G��3#$&��$&*�	 1(	�+�����$&�#��$&���{���8��J#	6	�����	��(1#	�1 1($'+��H���#��	 ���H���#+-�i�%��� Kg.8���(+�$&1#	��
�6�
��$&�G� �%�5�6+������%��J��#>?���
��� ��3#��*�	g��+ $&�|�
"�3#��	I�#K � 	 �d����$&�A��"%$&�#	����H���HE�$&�#" ��J($'+ �
�%$&�G����+ $&� ���H�d*�	���+�	�+
��J#	���3#��*�	 ���#10�A��EG$&�#"6�#����	8���L$&��+@$&�GF/����10�#�����A��>�F/J#$&�HJ0F8��3#>&10+�F8	�	�� ��������+�+@��J(	��#>?���#	�K�����F ���%�#+�$&1#	��
��J#$&+=�#�����A��>
� ��$&+�	�1����8���5���#"%>'	 �����	� 1(	�"���	�	�+_���6��J#	/�#>?���#	/+��6��J����=$'��+_J(	�$&"�JG�8���
��*�	/��J#	/�#>?���#	/	��(����1#	�+
1#$&+�� ���#��	A��>&���#" ��J#	��#�%���A��>=�-����� ��J#	��
�%3#�#1�����,GKL��+ ��J#$&+ �#	�F $&�#��>&$&�#	�1T�#�%���:��>/$'+
+�F 	��(�0��>&���(" ��J(	
��3#��*�	/$&�8������+8��+8� "�	��#	��H�����%�=1#	a�
�#$&�#"
�6+�3#�C�C����	 $&� ��J#	 +�������	����
��*�	 ��J#	 �#>?���#	%Kt�C�=$&+=��J#$&+=+�3#�-� ����	 F/J#$&�HJ
$&+���J#	 1#$&+��H���(��	g���H���(+-�i�%�������5����+/F/$'>&>L�
	g1(	a�
�#	�1:+�J#�%����>',P�#��J(	 K

9

���
	���
 � 	 ���
���
����� � � � ����� � ��� � 	�����
������
 !	 � 
�"#�

��$ � � 	 �
���

��$ � � 	 �
��� �
�&% �'" � � � 	�

	��

(
¡#¸9¡ ³�§&³�¡ ª�°5¨�ªY·-³�©&¥ ¿ ¾3¸8¸I¥�³�¤4¡ µIÀA¼
¡ ¨�¬*¤¶§3°&¨7·Mª	¤M¸
 P¡ ¢�£
¤G¥*)3§L¨�©&ªY«:¨C³�©&¥ ¿ Àg¬ ª�·�§S¤%¥�µQ³�§3°5¢T» ¥b«�©�¡ µ�©F¡ ¨C³�©&¥F» ª	µ £5¨=ªY·0²Y¡ ³�§3°&¢
¥�°&³�µ5¡#¤Gµ » ¥Q¨=«'©�¡ µ ©�§ ¤%¥WµQª�°&³�§�¡#°&¥Q´
«?¡ ³�©Y¡#°E³�©5¥N²�ªT£3°5´P§ ¤%¾Q®  	¡ ¢T£3¤%¥+)+²L´3¥�¸�ªT°5¨�³�§&³�¥�¨0³�©Y§&³9³�©5¥ ¤%¥E§�¤%¥N¸9§3°&¾Lª3³�©5¥�¤�¨�¾3¸8¸I¥�³�¤4¡ ¥�¨0«�©Y¡ µ ©Lµ�ª�£
» ´�² ¥
¥a¼+­Y¤G¥�¨�¨�¥�´(®

Ã-Ä-, . ��� � �����#���=���T�L�:� Æ � �����%���!�������#�#�!�����d�_�#�

Ã-Ä�/ 0 �_� �#�#�21��/�#���=�

,?Ä�Ã 3 �����=�#��� �#�-48� ���DÇ����q���������_�

5 687:9;9=<LË>9CÊFÎ?9IÎ ÎSÑ'@�Ë>A8ÊFÐB9 Ë-ÌCA0ÊD@FE3Í0ÌHG



Planar object boundary

Plane
Normal in the

Inclined normal generating the
extended Euclidean distance transform

� �

� �

�

�

� $&"%3#��	C�#B

� $&"�3#��	 �v+�J#��F/+ ��J#	�	�����	��#1(	�1 1#$&+�� ���#��	 ��� ���#+C�i����� ��� 1#$&+�����$'�5$&������� ���6� ��$&����>'	%K_�C� �����#+�$&+���+ ��� �
>&��F 	��_�����(	�F/J($'� Ja��������	�+��
���#1(+_���6��J#	/����1#$&������,0�!3(��>&$'1(	����a1#$&+��H���(��	/��� ���#+C�i����� �#3#�_	�����	��#1#+ ���
��*�	0��J#$&+
�����-����� ���#����J#	�� $&��*�	�����	�1 ���%�#	�K8�C� $&+ ��J#$&+ 3#�#�
	�� �
������$&��� F/J#$&�HJ J
��+ ��J#	
�
����	��G��$ ��>_���:$&�G��	��H����� F/$&��J
+�3#�C�C����	�+=�i���%������J#	����
������+����_��J#	g���������%3#� ���(1A��JG3(+�1#	a�
�(	�+�,�����	�����$&	�+/����J(	�����J
���A��J(��+�	g���_��J#	 4	� 2 K
�C�=�
"�3#��	'�gF 	�+�	�	���J#	�+�3#�C�C����	8"%	��#	�� ����	�10�G,0�g�����H���
�%>?�#K 2 J#	���	 ����	��CF � +�$'"%�#$X�
�����G�@�C,G�
	����D��	�*�	������ �%�
��J#$&+ +�3(�-�C����	
� �
��$&�G��+ F/J#	���	 ��J#	 +�3#�-� ����	g���(�
	�����+=������	d��+�	�1T�0���#1��
��$&�G��+ F/J#	���	��CF � +������%��J��
������$&���#+
������J(	 +�3#�C�C����	
���#�
	�������� ��$'����	���+�	�������K 2 J#	 ����	d��+�	�+���������	�+��
���#1v���5��J#	 ������J#	 ��3#��*�	 F/J#$&� Jv$'+
��J#	�>&����3(+ ���!��	�������	�+ ���!��3#��*�����3#��	����#1���J#	�$&����	���+�	�����$&���(+ ���%����	�+H�
���#1���� ��J#	�+�E%	�>'	��H��>D+�,G�5��	�����,a�
��$&�G��+�K

��	�� � � �
	v� ��	�"%3#>?��� �
���H����	���	���$�������$&��� ���0� ��3#��*�	3� F/J#$&�HJ F 	 ����� ��+�+�3#��	 ��� �
	 3#�#$&� +��
	�	�1 �i���
+�$&���(>'$&��$&�C,A���8����>'��3#>?����$&�%�LK?� 2 J�����$&+5� ��� ��� � �
�
F/J#	���	 ��J#	 �(��$&��	61#	��#�%��	�+�1($O��	���	��G��$ ����$&����K �{2 J#	
�i3#�#����$&���

� ��� � � � �
��	���+�3#��	�+6��J#	a1#$&+��H���(��	 �i����� ��J#	a�
�%$&�G� � � ������J(	a��3#��*�	a���v��J#	 "�	��(	��H��> �
�%$&�G�W� � $&� ��J(	a�#>?���#	%K
�Z.8�%��������	_�&�5�3�@�LKK�3�5���@F/J#	���	 ��J(	 ��� �?��J(		�M1#$&+��H���#��	a� +���3�����	�1�
��i3#�#����$&��� � $'+ 3#+�	�1LK 2 J#	 �%�#>&,
�#3#�����%+�	 ����+��G3
����$&�#" $&+_��� �A��E�	/��J#	8�i3#�#����$&���a1#$X��	���	��G��$?���#>&	/F/J#	��N� � >&$'	�+_��� ��J#	 ��3#��*�	3�(���#1
�i���=��3#�
�#3#�����%+�	�+/F 	 �����:$&"��#�%��	g��J#$&+��(�����(>'	�� K �

�C�g$'+g������*�	��#$&	��������5�A��E�	 ��J(	 �H����"�	���+�������	 ������J#	 �A��� ������J#	 +H���5	 1#$&��	��#+�$&��� ��+g��J#	 1(���A��$&�
���#1:F 	g1(�0��J#$&+���,�� 	��#>?����"%$&�#"

#$&�/���a��J#	 �A��� "�$&*�	��:�G,���J#	 �i�%>&>'��F/$&�#" �i�����03(> �(B

� � � �
2 J#$&+/�����:�
	g��J#��3("�JG�/���8��+/�H��E�$'�("��
�
��$&�G� � � �%�:��J#	 ��3#��*�	
������"�	���J#	��/F/$&��J �
�
�%$'���C� � $&�A��J#	

�#>?���#	3�
���(1 �:���#�#$&�#"�$&�����5�a�
�%$&�G����� � �M��*�	���
���J#	6�#>?���#	6�
��$&���0� � �����g��� J(	�$&"�JG��
�	���3���>
���a��J#	 1#$&+�� ���#��	 ���t� � �i����� � � K

� 	 ����� 3#+�	/*����#$&+�J#$&�#" ���q��J#	t� ���G�������($ ���a1(	���	�����$&�����G�=��� ��� 1#	���	����5$'�(	/F/J#	�� �C��$&>&+=��� �
	��
�M>'���d��>�1#$X��	��%���%���#J#$&+���
G� $-K 	�K�F/J#	���$'�_�C��$&>&+ ��� �
	��M>&������>'>&,a���#	��C���Y� ���#	�
&K 2 J(	�+�	�� ���!�
��$&�G��+I� � F/J#	���	
��J#$&+ J����#�
	��(+ $&+ ����>&>'	�1 ��J#	 ��� ���(1 $&+ 1#	��(����	�1�� K � ��$&��$&�#" 1#��F/� ��J#	 1(	���	�����$&�����G�&�
$&�g$&+g	���+�, ���A� J#	��HE{��J
���g$&�g*����#$&+�J(	�+g�#��	���$&+�	�>',{F/J#	�� � �#K 2 J#$&+g�d��� �
	 $&�G��	����#��	���	�1 ��+g+ ��,�$&�#"
��J����5���i��� � � �q��J#	01#$&+��H���(��	 �i����� ��J#$&+6�
��$&�G�6���{��J(	0��3#��*�	0$&+ �A�:����$&�03#� ���6�a$'�#$'� 3(���G���#1
"�	��%��	�����$&����>'>&,5��J#$&+ ��	����#+ ��J
���=� � $&+ ��� ��J#	 �#�%���:��>���� ��J#	 ��3#��*�	 ��� � � �&�i����� �i�%���:��>��(�������a��+�	�	
�&�5�	���LKK�
�&� � K

�

���
���

� �������� ��� �!�" 
��� �!�" 

�
�!�" 

�
#

�������� ��� ���� ������ 
��� ���� 

���� 
���� ���

# #
���"�!�" 

#
$ �&% $ �

���� 
���� ���

' '

' ( '

) (&* )

+ (&*,' ( '

)

)

���4�
��- � �� � �

%/.  

" �

0 $3���
1 Q�Xi\�X 1 O#j32�c�\

¯#°5³�£Y¡ ³�¡ º&¥I¥�¼	­3» §3°Y§&³�¡ ªT°CªY·:³�©5¥�¥a¼�³�¥ °5´
¥Q´�´	¡ ¨�³�§3°&µQ¥�³�¤4§3°Y¨7·Mª	¤M¸
4N¥=µ5§3°b¡#¸9§&¢	¡#°5¥0³�©5¥0¥a¼�³�¥ °5´
¥Q´L´	¡ ¨�³�§3°&µQ¥8³�¤4§3°&¨�·MªP¤M¸U²�¥5¡#°&¢L¢3¥�°&¥ ¤4§&³�¥Q´�²Q¾b§E°&ª	¤M¸9§3»g¡#°&µ�» ¡#°5¥Q´N§&³6587E´
¥Q¢T¤G¥Q¥Q¨
³�ª|³�©&¥0­3» §3°5¥9§&¨D¡ ³�¡ ¨�¨�«A¥�­5³�§ ¤%ª�£
°5´�³�©5¥8²�ª�£3°&´+§�¤G¾CªY·H§C¨�©�§3­�¥3®

,?Ä-, Å�Æ �L�=�#���#�����!� 3 ���!�:9��G���

; ; ; ;

; ; ;



-1
-0.5

0
0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1
0

0.5

1

1.5

2

X axisY axis

D
is

ta
nc

e 
al

on
g 

no
rm

al
s

�

�
�

� $&"�3#��	g��B

2 J�3#+���J#	g����$&��$&����>L+�	��
� � � � � �

�����A�
	�*�$'+�3���>&$&+�	�1:��+���J#	g�#�����A��>&+���� �GF/J#	���	���J#	��#�%���:��>���� � � $&+ �M>'$ �i��	�153#�A���0J#	�$&"�J�� 
(���
��*�	���J#	
� � �#>?���(	�K

2 J#	 �%� ����� $&+/1#	a�
�(	�1A��,
� � � � �

2 J#$&+�$&+�� +�3#�#+�	������_��J#	g� ����"%	��/+�������	 K
2 � +�	�	�J(��Fn��J#$&+ ��	�>?����	�+ ��� ��J#	�$&�G��3#$&��$&*�	�	Q�G�(> ��������$&���A���
��*�	3�3�g� K*�C� �f��J#	���	�$&+�� >&$'�(	 ���!�
�%$'����+&�

�����5	�>&,v��J#	0�#�����A��>���� � � �#3#� �H��$&+�	�1 ��� J(	�$&"�JG� K 2 J#	0$&�A��"�	 � � $&+ �A>'$&�#	0F/J(��+�	0�#���&� 	�����$'�%� ���
��J#	b� � � �#>?���#	 $&+/+���$&>&>���J(	 �#�%���:��>�>&$&�#	�KL783#� � � �G�i���=� � ��$&+ �H��$'+�	�1{���
��*�	 ��J($'+ �#�%���:��>
>&$'�(	g�����
J#	�$&"�J��/	���3���>����a$&��+/1#$&+��H���#��	��i��������J(	g�
�%$&�G�C�M� � ��� ��� ��J#	��i���%�/���=��J(	g�(�����:��>CK ��	��(��	 ��J#	
$&�A��"%	 � � $'+��
>'$&�#	 ��J#����3#"%J`�M� � ��� ���/�P� ���a��J#	 ����+�	g�#>?���(	 � �#K

2 J#	 +�3#�-�C����	��i������	�1 ��,5��J(	 �P�~>&$'�(	�+ $&+�� ���#1 F/$&>'>q3#+�3
��>&>&,5J��d*�	 +�$&�#"�3(> ����$&��$&	�+dK 2 J#	
��$&����>&	|� � $&"
K�� � $&+ � �H����J#	���3#�G�C,��#$&����>L����+�	gJ#	���	g$&�A��J���� ��>&>L��J#	g>&$&�#	�+�������3���>&>&, �
��+�+/��J#����3#"%J � �����5���%�
�
��$&�G�dK � ���%��	{�C,��#$&����> ����+�	{$&+���J����5+�J#��F/�n$&� � $&"�K��T�=F/J#	���	{��J#	v+�3#�C�C����	vJ���+5��3#+�� 	�1#"%	�+A���#1��
+�F���>&>'��F/�H��$&>(�
�%$&�G��K

�C�q$'+q��3#�q�H��+�ED�D��+��q���g�HJ����H������	���$'+�	=��J(	=+�$&�#"�3(> ����$&��$&	�+q���D��J#	=1#$&+�����$&��$&�����G��+�3#�-� ����	8���#1 ��J(	�� ���g��3#��>&$'�(	
��	���J#��1#+ �i�%��1#	���	�����$&�#"0��J#	�� K

� 	 3#+�	
4�$&�#"�3#>?����$&�-, 2 J#	��%��, ���51#	��
�#	 ��J(	 �-,��
	
���(1v�
��+�$&��$'�%�v����+�$&�#"%3#>?����$'��$&	�+�F/J#$&�HJv������3#���%���:K
2 J#	 ��$&+g�0+������%��J +�3#�-�C����	 ���#1 +���� ����� J��d*�	 ���#>&,`�?$ � �M�03#>&��$O� >'�G�d��> 

���#1[�?$&$ � >'�G�d��>H� ���
$&�G����$&�#+�$&� � +�$&�#"%3#>?����$&��$'	�+�K � 	 �#������	�	�1:���a1#	�+�����$&�
	g��J#	�+�	 $&�A��3(���LK

�

�������� 
$ �
$ �

� ��� �
���� 

#

# �

� �
��� � # �

���� # �������� ���"�!�" �
� ���

# � � ��� �

�

)

�

"  
� ��� %  "	� 

� �

1 Q�Xi\�X 1 O(j_jZ` 1�
 2 l�X 2 1 Q�X
� Xik!O#k�\

1 Q�XZ\dX 1 O#j 2�c�\

�-¡ ¨�µ�¤¶¡#¸C¡#°Y§3°&³2·Mª	¤*§Cµ5¡#¤Gµ�» ¥
¬�©5¥'´P¡ ¨�µ�¤¶¡#¸C¡#°Y§3°&³Aµ5§3°=²�¥�³�©&ªT£&¢T©5³2ªY·A§&¨'°5ª	¤M¸9§3» ¨:³�ªC³�©&¥�ª	¤¶¡ ¢	¡#°Y§3»�µ £
¤Gº5¥9¤¶¡ ¨�¡#°5¢�·�¤GªT¸ ³�©5¥9­
» §�¡#°�§&³ 5�7=´
¥Q¢�¤%¥Q¥5¨5®
 �ªP¤*§Cµ5¡#¤Gµ�» ¥�³�©5¥I´	¡ ¨�µ�¤4¡#¸C¡#°Y§3°5³t» ª	ª���¨�» ¡��a¥I³M«*ª�µ�ªT°&¥�¨�«?¡ ³�©=§=¨�ªT» ¡ ³�§ ¤%¾C¨a¡#°&¢T£3» §�¤¶¡ ³M¾=§&³H³�©5¥&¡#¤,µ5ªT¸8¸Iª�°=§3­�¥�¼T®

� �

; ;



-1
-0.5

0
0.5

1

0

0.5

1

1.5

0

0.5

1

1.5

X axis Y axis 

D
is

ta
nc

e 
al

on
g 

no
rm

al
s

����� � � � ����� � � �
� � � � ���

� �

� � ���
���

� $&"�3#��	9�(B

� 3#>&��$X� >&������>q+�$&�#"%3#>?����$'��$&	�+�����	 ����3(+�	�1 ��,5�CF � �
�%$'����+���� ���A���#�#$&�#" ��� ��J#	 + ���5	 �
��$&�G� ��� �AK 2 J
��� $&+5�
��J#	���	 	���$&+��!�
��$&����+�� � � � � F/$&��J � ��� � � K 2 J($'+!��>&	�����>&,6��	���3#$&��	�+

� ���#1 � ��+��A��������	�+��
�%�#1#+g���A�CF �A�#�%���A��>&+ ��$&����	���+�	�����$&�#" ���|� � K
� 2 J#	 >&	��#"���J#+�����	 ��	���+�3#��	�1 �-��������J(	 � �i	�	���
 � � � � ���_��J#	g�#�%���:��>&+����0��J#	g$&����	���+�	�����$&���:���%$&�G�dK �

�A��3���>q>&	��#"%��J{�#�%���A��>&+�$'����	���+�	�����$&� ��J#	6��	�������	�+����8�#$&�H���#"�	��G����$&����>'	�+5�
��J
����$&+5�
��$'����>&	�+��H���#"�	��G�����
�����-F8� �
��$&����+5�(������	�>&, � � ���#1 � � K 2 JG3#+���J#	6�
��$&�G��+=� � "�	��(	��H����	�1{$'�{��J#$&+�F���, ����	 �
���������
��J#	 4�,�����	�����, 4�	��=���K��� � K 2 J#	6���%$&�G�0� � F/$&>&>@��>&+����
	 �����������8��J#	 4�,G�5��	�����$&�9�t��$'+ 2 �H���(+-�i�%���_��$I�
��J#	 	���3���>L�(�����:��>&+�����	 ��J#	 +�J#�%����	�+��/�#�����A��>'+ �i����� � � ���0��J#	g��3(��*�	�K

��������>��?�%��$&������$&�#+�$&� � +�$&�#"�3#>?����$&��$&	�+���� ������	 $&�A��"%	�+����8�
�%$&�G��+8� � � F/J#	���	 ��J#	 �A��� � � ��J����
$&+5� ��	�+�����$&����	�1A���0��J#	g+��5������J5+�3(�-�C����	 � � $&+8+�$&�#"�3#>?��� �C��$&>&+����0�A����� ���a� +��5������J5+�3#�-�C����	�$&�A��J#	
$&�A��"%	�KZ�C����3#���(+��%3#�/��J���� �n$&+/+�$&�#"�3(> ���/F/J#	��R� � �P���#1R� � $&+����/��J(	g��	��G����	g���_��3(��*�����3#��	
��� ��� � � Kb� 2 J#	 ����>&��3#>?����$'�%�:�i�%����J#$&+�$&+ ��>&���%+��g$&1#	��G��$&����>@���5��J����g$&� �&�5�&�D�LKK�
�5��K � 2 J#$&+��5	����#+g��J
���
� � $'+_�%�0��J#	�	�*���>&3#��	/F/J#$&� J0$&+_��J#	/>&����3#+_���L��	��G����	�+_������3#��*�����3#��	C�Z4�	�	:�D"�3#��	D� � K=������	���J���� � �
���#>&,a�
	�>'�%�#"�+8��� ��J#	 �!3#��>&$&1#	�����1#$&+��H���(��	����H���#+-�-����� F/J#	�����J#	�1($'+��H���#��	 ��>&���#"
��J#	��#�����A��>&+_�i����� � �
��� � � $&+ ��J#	�+�J#������	�+��/�����%�#"a��>&>��#�%���A��>&+ ��J#���%3#"�J�� � K^�C�a�C����� ��J#$&+ �#	�*�	��8J����#�
	��#+ �%����J#	�	�*���>&3#��	
	�����	��#�����/��3#+��#+C�?���%����	�+��
���(1#$&�#"0���0�:����$&�A�a���#1:��$&�#$&�A�
���=��3#��*�����3#��	 � K

�

����� �" � ����� �" # ����� �  # �����,�� 
� �   � �" 

��� � ���
�

��� ��� � �" 
� �" 

���� 

���"�!�" #
#

# �������� ���� 
� ���

���� # �������� 
���� 

��� ���� 

�

� �
� �

� � � � � % 

� � � � 	 � ���

�4���5�

�-¡ ¨�µ�¤¶¡#¸C¡#°Y§3°&³2·Mª	¤*§�­Y§ ¤¶§3²�ª�» §
¬�©5¥0´P¡ ¨�µ ¤¶¡#¸C¡#°Y§3°&³H·MªP¤:§E­Y§ ¤¶§3²�ª�» §|¨�©&ªY«-¨9§ Á�¨�«2§3»K» ª�«B³�§�¡#» ÂL¨Q£
¤X·�§&µ�¥
®|À�²�ª3º5¥0³�©5¥=´	¡ ¨�µ�¤4¡#¸9¡#°�§3°5³t¡ ¨I´T¤4§�«�°8³�©&¥
­Y§�¤4§3²�ª�» §�µ�ª�¸0­3» ¥�³�¥E«?¡ ³�©�¥�º&ªT»K£&³�¥���´P§&¨Q©5¥�´ » ¡#°5¥	�|§3°Y´R¨�¾3¸8¸I¥�³�¤4¡ µ�§�¼
¡ ¨
��¨�³�¤4§�¡ ¢T©&³=¨�ªT» ¡ ´ » ¡#°&¥���® ¬�©5¥Eµ�¥ °5³�¤4§3»
¨�¾3¸0¸�¥�³�¤4¡ µF§�¼
¡ ¨8µ�ª	¤M¤%¥Q¨�­�ªT°&´
¨8³�ª ­ ªP¡#°5³�¨|ªY·|¸0£3» ³�¡ ��» ª+µ5§3»,¨�¾
¸8¸�¥�³�¤%¾�ªT°F³�©&¥W´	¡ ¨�µ�¤4¡#¸C¡#°Y§3°5³�¹-³�©&¥L¥�º&ªT»K£5³�¥Lµ�ª	¤
�
¤%¥Q¨�­�ªT°&´
¨=³�ª�¡#°5³�¤4¡#°5¨a¡ µb¨a¡#°&¢T£
» § ¤¶¡ ³�¡ ¥�¨=«�©�¡ µ�©E§ ¤%¥E§3» ªT°5¢_³�©&¥bµ
£&¨Q­ ¥Q´S¥Q´3¢3¥�¨=ª�·t³�©5¥ ÁM¨�«-§3»K» ªY« ³�§�¡#» Â(® ¬�©5¥bªT°3» ¾
¡#°5³�¤4¡#°5¨�¡ µ=¨a¡#°&¢T£3» §�¤¶¡ ³M¾8³�ªS©�§&º5¥|§E¸9¡#°�¡#¸0£3¸U°5ª	¤�¸C§3»�´	¡ ¨�³�§3°5µQ¥8§3°5´E³�©5¥ ¤%¥a·7ªP¤G¥=³�ªS²�¥0ªT°|³�©5¥=¨�¾3¸0¸�¥�³�¤4¡ µ8§�¼3¡ ¨�¡ ¨
³�©Y§&³?µQªP¤M¤%¥Q¨�­�ª�°5´P¡#°&¢|³�ª�³�©5¥�µ�£5¨Q­9ª�°9³�©&¥�¥5º5ª�»K£&³�¥���§&¨�³�¥ ¤4¡ ¨ ���Q®

,?Ä�/ � ���C�#�����������!�6����� � �����q�(�C�#�����

,?Ä�� . �����q�
����� � �����!�#�C�#�����



� � ���
���

2 J#	 ���
��*�	6������>&,G+�$&+�$&+/���_��	�>&	�*����#��	 �-���/��J#��	�	g��	���+����#+dB
�%K 4�$'�("�3#>?����$&�-,T��J#	�����,T��	�>&>&+a3#+a	��#������>',TF/J
���a�-,��
	A���6+�$'�("�3#>?����$&�-,T�d��� 	Q�G$&+��5�_3#�(1#	��

F/J��������%�#1#$&��$&�%�#+���J#	�,�������3#�����#1:��J#	�$&�/>&������>L+�����3#����3(��	|�&�&�^�L���(�L�5���L�5�&��K
9(K �C����J#	�>&$&��	�� ����3(��	 ��J#	�������$I� ������+=�%� ��J#	��!3(��>&$'1(	�����1#$&+��H���#��	����H���#+-�-����� F/J#$&� J ���%����	��

+��
�%�#1 ��� +�E�	�>'	��H��>q�
�%$'����+�J���*�	6�
	�	�� ����>&>'	�1 ��>&������>q�A����$&�A� �_�K�M��K 2 J#$&+ $&+g�0��$&+��#���5	��
��+�+�����$'����>&,A+��
	���E�$&�#"���J#	�, ����	6�#�%��>&������>!�A� ��$'�:�a���/���G,A*�����$?���#>'	 $&�{��J#	63#+�3���>q+�	��#+�	�K
) +�$&�#" +�$&�#"�3#>?����$&�-, ��J#	��%��, $&�
��J#$&+@��������	����@��J#	�+�	/������$I� ������+!�����
�
	�1#	�+�����$&�
	�10+�$&���#>&,
���#1
�i�%���A��>&>',A��+�+�$&�#"�3#>?����$&��$&	�+/���=��J#	 1#$&+��H���#��	��i3#�#����$&���LK

�(K 2 J(	
1#$&+�����$&��$&������� ����� �
	
��J#��3#"%JG� ������+6��� �!3#��>&$&1#	���� 1#$&+�� ���#��	0���H���#+7�
�i�%��� ��+ $&���������H��$&�#+���J(	v� ��2 �#3#�A��>&+�� 1#	�+�����$&�
	�+�1#$&+�� ���#��	�+5��>'�%�#" �(�����:��>&+�F/J#$&�HJ
����	
�#�%� �5$'�($'�:��>CK 2 J#	01#	�+�����$&�#��$'�%� ��� +�$&�#"%3#>?����$&��$'	�+ $&� +�3#�HJ ����+�	�+ 	������#>&	�+ 3#+ ��� 1#	a�
��	���� +���������J(	�1 >'���d��>�+�,�����	�����, ���#1 +�,��5��	�����,5+�	�� �
��$&�G��+�K 2 J#$&+8�C����� $&+ 	����#>&��$&��	�1 ���
��1(*������H��"%	g$&�A��J#	g�(	�����+�	�����$'�%�LK

�C� ��J#	0������>&,�+�$&+gF 	 1(	�+�����$&�
	�1 �03(>'��$X�C>&������>@+�$&�#"�3#>?����$&��$&	�+ ��+g��J(	 $&����	���+�	�����$&��� ����	Q�G3
��>_>'	��#"���J �#�����A��>&+dK
�A��3���>@>&	��("���J �#�����A��>&+g$&�G��	���+�	�����$&� ��J#	 ��	��G����	�+g���/�#$&�H���#"�	�������$'����>&	�+5����J����g$&+5����$&����>'	�+�� ���#"%	��G�g��� ���
�-F8�
�
�%$&�G��+&�������5	�>&, � � ���(1 � � K 2 J�3#+���J#	g�
��$&�G��+9� � "%	��#	�� ����	�15$&�A��J#$&+�F��d,5����	��
���������@��J#	
4�,����5	�����,:4�	��=���K�a� � K 2 J(	 �
��$&���=� � F/$'>&>@��>'+�� �
	6������� ��� ��J(	 4�,����5	�����$&�9�D��$&+ 2 � ���#+C�i�����_��$ � ��J#	
	���3���>L�(�����:��>&+�����	 ��J#	 +�J#�%����	�+��/�#�����A��>'+ �i����� � � ���0��J#	g��3(��*�	�K

2 J#$&+ �����	�
���5+=��J���� ��J#	�+�� ����>&>&	�1[��>&������>D�:����$&�A� � ������J#	��!3(��>&$'1(	�����1#$&+��H���#��	����H���#+-�-����� 1#� $'�#1(	�	�1
��������	�+��
���#1{������J#	 4	� 2 �#3#��F 	 �d��� �(��F 1(	a�
�#	6��J#	��V�5����	g�i�����A��>'>&,A�#�%����+b��>&������>q�A����$ � ��� �#3#�g��+
+�$&�#"%3#>?����$&��$'	�+�K � 	 �d��� ��>&+��:+�	�	
��J
��� ��J#	
+��H���#1�����1 �!3#��>'$&1#	d��� 1#$&+�� ���#��	
���H���(+-�i�%��� $&+6�5+�3(�#+�	�� ��� ��J#	
1#$&+�����$&��$&�������5��+��
	���$O�D����>&>&, $&�/$'+/��J������
������$&���A���_��J#	g1($'+�����$&�5$'�
���G�/�����(+�$&+���$'�("0���_�(�����:��>&+���3#�#�#$&�#" �-�����
��J#	6�
��3#�#1
����,A��� ��J(	 +�J
���
	 ���#1 ��	����5$'�
����$&�#"A������J#	I�
��+�� +�$'�("�3#>?����$&�-,A��J#	�,A	��#����3#����	��dK 2 J#	6+�� ���#1�����1
1#$&+�� ���#��	 ��� ���#+C�i����� $&+q+�$&�#"%>'	 *���>&3#	�1 �i�%�!���G, �
�%+�$&��$&�%� �%� ��J#	=�(> ���#	=F/J(	���	���+q��J#	 	�����	��(1#	�1 1#$&+��H���#��	
��� ���#+C�i����� ����� �
	 �03(>'��$X�C*���>&3#	�1LK 2 J#	 �%�#>&,
$&�G����$&�#+�$&� +�$&�#"%3#>?����$'��$&	�+=��� ��J#	 +��H���#1�����1 1#$&+�� ���#��	 ���H���(+-�i�%���
����	g�
��$&�G��+����%����	�+��
���(1#$&�#"0���a��3#+��#+����=��J#	g	�*��%>&3#��	 �����A� ��$'�:� ���_��3#��*�����3#��	gF/J#	���	���+�>?����"�	g+�	�����$&���(+����
��J#	 	�����	��(1#	�1A1($'+��H���#��	g���H���#+-�i�%����J��d*�	g$&�G����$&�#+�$&� +�$&�#"�3(> ����$&��$&	�+/���%����	�+��
���(1#$&�#"0���0��J#	g	��G��$'��	g	�*��%>&3#��	�K

2 J#	
��	�> ����$&���(+�J#$&� �
	��CF 	�	�� F/��*�	
�
��+�	�1 ��	���J#��1#+ +�3#�HJ ��+ 78�H��1#, ���#1 4����%����
 + ��>&"��%��$&��J#� ���#1 ��J#	
	��
�
��	��(1#	�1 �!3(��>&$'1(	����{1($'+��H���#��	6���H���(+-�i�%���V�d���{�
	 1#	�+�����$&�
	�1{3#+�$&�#"���J#	6���%�#��	��(�����8>&	�*�	�>!+�	���+dKW�W�C���5$'>&$?���
	��#���5�#>&	����@>&	�*�	�>�+�	���+/����	���J(	����%�G����3#��+ �%�A� "�	��%"��H���#J#$&���A������	����HJ�$&�#1($'*�$&1#3���>����������%3#��+8��	�>'>&+83#+8F/J����
�
��$&�G��+ ��� ��J#	 	�������J#+�+�3#�C�C����	 ����	 ��� ��J#	 + ����	 J(	�$&"�JG�g���
��*�	 +�	��0>&	�*�	�>-K��C�v�a+�$&��$&>?��� F/��,AF 	 ����� �����P�
+�����3#����>&	�*�	�>!+�	���+����8��J#	61#$&+�����$&��$&�����G�dK � $'��+���>',{� ��3#��*�	6$&+�1(	a�
�#	�1v�G,:��J(	6$&�G��	���+�	�����$&�%�{��� �aJ#�%��$����%�G�H��>
�#>?���#	 ���=J#	�$&"�J�� F/$'��JA��J#	g1#$&+�����$&��$&�����G�����#1:��J#	��A��J($'+/��3#��*�	g$&+/�#���&� 	�����	�1:1#��F/�A���0��J#	g�#>?���#	�K

� �����:��>&>&,a��J#	�>&	�*�	�>�+�	��@�i�%� $&+ ��J#	�+�	���� � F/J(	���	 � � � ���(1S� � $&+ �%����J#	��(�����:��>L���
K 2 JG3#+8� � >&$&	�+����v��J#	 ����� ��>&>&	�>!������J#	 ��3#��*�	
��� �a1($'+��H���#��	 K 2 J(	6>&	�*�	�>!+�	���$&+���J#$&+������ ��>&>&	�>!>&$ �i��	�1
3#�A���0��J#	g1($'+�����$&�5$'�
���G�/+�3(�-�C����	�K

�C�
����J(	��!F ����1#+@��F��d*�	@�-�������!F/J#$&�HJ J
��+!�#���%����"�����	�10��1#$&+�� ���#��	 �-����� ��J(	 �
��3(�#1�����,6$&+q��J#	 �
���H��>&>'	�>
���5��J#	 ����$'"%$&����>!��3(��*�	
����1#$&+��H���#��	 ���#1{�����{�
	 ��J#�%3#"�J������/��+���J#	6�#���&� 	�����$&���{���8��J#	6>&	�*�	�>!+�	���������J#	
1#$&+�����$&��$&�������0��� J#	�$'"%JG� ��� ��J#	��#>?���(	�K 2 J#	�	��G��$&��	�F��d*�	��#���%����"�����$&�%� �(������	�+�+ ��J�3#+ ���%���#3#��	�+ ��J(	
�#���&� 	�����$&��� ��� ��J#	5�#>?���(	���� ��>&>/>&	�*�	�> +�	���+
��� ��J(	�1($'+�����$&�5$'�
���G�6�-����� � �v��� +����5	5�
��+�$&��$'*�	53#�(�
	��
�
��3#�#1:$&� ��+���	��(1#$&�#"0�%��1#	���K

� 	 1#	������(+���� ����	 ��J#$&+ ��	�>?����$&�%�#+�J#$&�5�-�����0�
���H���
��>?�0$&�L�
"%3#��	=�(KA�C� $&+ 	d��+�,A��� +�	�	 ��J���������>&>&$&+�$&���(+ ���
F��d*�	��-��������+ $&� ��J#	 �#>?���(	 ��������	�+��
�%�#1 ��� �a3#>&��$X�C>&���d��>�+�$&�#"�3#>?����$&��$&	�+ ���=��J#	 1#$&+�����$'�5$&������� ������3#����$&�#"5�����
��������$&��3#>?����>&	�*�	�>_+�	��dK9�C�g$&+��
	���J����(+�>&	�+�+�$&����3#$&��$&*�	�>&, �%�G*�$&��3#+g��J
���g��J#	 F��d*�	 �i��������+g+�J#�%3#>&1:�i�%��� ��3#+��#+
���#1a��J����=��+@��J#	�F��d*�	=�-�������@�(����"%��	�+�+�	�+_��J#	/��3#+��#+��-��>&>&��F ��J#	�	�*%��>&3#��	%K 2 J(	�+�	/��3#+��(+@���%����	�+��
�%�#10���6>&������>

�

�
��� ��� � �" 

� �� 
���� 

���� 

�
� � �"�!�" � � �������� ���� 

� ���� �

�
�

�
�

��$ � � 	 �3���

� U���U?} y kL\�c�Q�h!Q�c�\�O#\dXi`�kn`�� \�[qc�2�\�O(k@l�O(Q�l s 
 1 jZXil�c�O#k lLX 2�\�O(k 1 c{\�Q�O#k 2���`�Q �

� U���U � y kL\�c�Q�h!Q�c�\�O#\dXi`�kn`���� O
	�c{h!Q�`
hqO#Y�O(\�X `�k O#j Y
`�Q�X \�[ � 2

,?Ä�� 
 �L��� 4_�q����� �L�{�!���!� 9������



−1.5
−1

−0.5
0

0.5
1

1.5

0

0.5

1

1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

X axis Y axis 

H
ei

gh
t o

f l
ev

el
 s

et

� $&"�3#��	9�(B

+�$&�#"%3#>?����$&��$'	�+����_��J#	g1#$&+�����$&��$&�����G� ��� � ��������$&��3#>?����>'	�*�	�>�+�	���K]�C��$&+�$&�G��	���	�+���$&�#"0���0�#�%��	g��J���� ��+���J#	gF���*�	
�#���%����"�����	�+=�-��������J#	g+�J����
	 �
��3#�(1�����,���J#	 �CF/$'�:��3#+��#+/���=��J#	F��+�F/��>&>&��FP�H��$&>G������	g����	�����	�1 ��+/��J#	 F��d*�	
J#$&��+_��J(	�	�*��%>&3#��	/��3#+��#+ ��+�+�����$?����	�1aF/$&��J����#1a�
��$&�G��$&�#"6����F�����1#+_�A� �G$&�:�g���L��3#��*�����3#��	��%�a��J#	/�
��3#�(1�����,%K
2 J#	�+�	 ��3(+��#+ ��J(	����-��>&>&��F ��J#	 	�*��%>'3(��	 3#�G��$'>q��J#	�,:����	6���#�#$&J#$&>?����	�1{�����
��3#+�� ��� ��J#	 	�*��%>&3#��	 ��+�+�����$?����	�1
F/$&��J ���#1A�
�%$&�G��$&�#"��dF��d,0�i���%� ��� ��15������	��G�/��$'�#$'� � ���_��3#��*�����3(��	g3(�#>&	�+�+/��J(	���	 $'+����:$&���
	�����$&���:$'�:��J#$&+
����+�	g��J#	�,��
	����%��	6��+�,��5�#���%��$&�g���0��J#	g�#�%���:��>q���/��J(	g�
��$&�������_$&���
	�����$&���{���#1:�#���%����"�����	 ���a$&�P�
�#$&�C,%K

�C� ��J#	 �#��	�*�$&��3#+=+�	�����$'�%� F 	 J��d*�	 1#	���	����5$'�(	�1 ��J����=+�E�	�>&	�� ��>D�
��$&�G��+=���%����	�+��
���(1a��� �a3#>&��$X�C>&���d��>D+�$&�#"�3(> ���7�
$&��$&	�+����{��J#	61($'+�����$&�5$'�
���G��F/J#	���	6+������%��Jv�
������$&���#+�����$'��+�+�3#�-� ����	
���#�
	�������� ��$&�G��	���+�	������5���(	 ���(����J(	���K
2 J#	�"�����>D���!��J#	g��>&"%����$&��J#� ��J(	���	H�-����	�$&+ ���9�D��+���>&,0���%���#3#��	���J#	�1#$&+�����$&��$&�����G�����#1���J#	������ 1#	���	���� ��J(	�+�	
$&�G��	���+�	�����$&���(+�K

�W�
����3(�H��>�1#	����%���
�%+�$&��$&���:���=��J#$&+��(�����(>'	���$'+���+ �i��>&>&��F/+�B � $&��+���>&,P�����a1#$&+�+�	����/��J(	g1#$&+�����$&��$&�����G�/$&�G���
+�	��
���H����	 +�J#	�	���+&�'����+�$&�#"%>'	0*���>&3#	�1 +�J#	�	�� $&+ �%�#	
F/J#	���	
���(>',v�%�#	
�
��$&��� ��� ��J#	
+�J#	�	�� $&+
���
��*�	����G,0�%�#	 �
�%$'���=�%� ��J#	 �(> ���#	 � K!4�	������(1#>&,3�G��� �������(3#��	���J#	�1#$&+�� ���#��	��i���%� ��J#	��
��3#�#1
����,0��� 	�*�	���,
�
��$&�G�6��� ��J(	�+�	a+�J#	�	���+dK 2 J($'��1#>&,3�L���{�����5������	0+�J#	�	���+ ���{+�	�	a$ �g���G, ������3#�G, ��J#	a+H���5	0�
�%$&�G�6��*�	�� ��J#	
�#>?���#	����(1 J��d*�	a��J#	a+H����	a1#$&+�� ���#��	 �i����� ��J#	a�
��3(�#1�����, ��� ��J����6�
�%$'����K��Z����J($'+6$&+6��J(	0����+�	a��J#	�� F 	
�����A�����#��>&3#1(	g��J�������J#	�, $&�G��	���+�	���� ���#1A��J(	�$&���
��$&�G��+����_$&����	���+�	�����$&���A�d���A�
	g�:����E�	�1 ��+�+�E�	�>&	��H��>��
�%$&�G��+dK
2 J#	0E�	�,S�G3(	�+���$'�%� $&� ��J#$&+ ���#�#������� J $'+6J#��F ����� ��J#	01#$&+�����$&��$&�����G� �
	01($'+�+�	�����	�1 $&�G��� +�	������ ����	0+�$&�#"�>&	
*���>&3#	�1:+�J#	�	���+�� 2 J($'+ �����:�
	6���HJ#$&	�*�	�1:�G,5�����#+�����3#����$&�#" +�J#	�	���+ �i����� ��3#��*�	 +�	�"��5	��G��+/�
��3(�#1#	�1:��,��CF �
�����(+�	���3(��$&*�	g�:����$&�A�
���_��3#��*�����3#��	 ���#1A��J#	�$&����������	�+��
�%�#1#$&�#"a	�*���>&3#��	�+�K

�

%�� 	 � � ��- 
 �� ���

�-¡ ¨�µ�¤4¡#¸9¡#°�§3°5³D» ¥�º&¥�»P¨�¥�³�¨D§3°5´�«2§&º&¥a·�¤GªT°5³�¨?·Mª	¤*§�­Y§ ¤¶§3²�ª�» §
¬�©5¥:´	¡ ¨�µ�¤4¡#¸9¡#°�§3°5³g·Mª	¤T§I­Y§�¤4§3²�ªT» §'¡ ¨A§EÁ�¨�«2§3»K» ª�«_³�§�¡#» Ât¨�£
¤X·�§&µ�¥3®��]¥�» ª�«_³�©5¥:´P¡ ¨�µ�¤4¡#¸9¡#°�§3°5³�¡ ¨�´T¤4§�«�°H³�©&¥'­Y§�¤4§3²�ªT» §
µ�ªT¸8­
» ¥Q³�¥t«?¡ ³�©�¥�º&ªT»K£&³�¥ ��´P§&¨Q©5¥�´E» ¡#°5¥���§3°&´|¨�¾3¸8¸I¥Q³�¤¶¡ µ�§�¼3¡ ¨ ��¨�³�¤¶§�¡ ¢�©5³:¨�ª�» ¡ ´L» ¡#°&¥���®� �ªT£
¤Z«2§&º&¥�¨Hª	¤A­�§�¤4§3»K» ¥�» ¨HªY·
³�©5¥0­�§�¤¶§3² ªT» §0§�¤G¥I¨�¥�¥�°C³�ª|µ�ª	¤�¤G¥�¨�­�ª�°5´�³�ª=·MªT£3¤Z´	¡ ¨�³�¡#°5µ5³:µ
¤Gª
¨�¨�¨�¥�µQ³�¡ ª�°&¨�ªY·-³�©5¥�´+¡ ¨�µ ¤4¡#¸9¡#°�§3°5³�®���ª
³�¥I³�©�§&³?ªT°5µQ¥
³�©5¥�«2§&º&¥'·�¤GªT°&³?¥�°5µQªT£
°&³�¥�¤G¨�³�©&¥I¥5º&ªT»K£&³�¥C¡ ³2·7ªP¤M¸�¨�µ�£&¨�­&¨�«�© ¡ µ ©�­ ¤Gª�­Y§&¢	§&³�¥C§3» ªT°5¢�³�©&¥�¥5º&ªT»K£&³�¥3®

� 	 Ì?Ñ�ÊFÐ�Ñ�

�'9�� 9�7_Ñ�ÊFÎ ËH7D9 A����8Í0Ì?ÑQËH7 G



�Z� � � � � �?� �

� $'"%3#��	C�#B 2 J#	g1($'+�+�	�����	�1:1#$&+�����$&��$&����������� �
����� ���
�%> �(K

� $&"�3#��	-��+�J#��F/+�J#��F ��J#	@1#$&+�����$'�5$&���������d��� �
	!��J#��3#"%JG����� ���%�#+�$&+������(+�	������H����	!+�J#	�	���+�K � $&"�3#��	-��+�J(��F/+
� �
���H���
��>?��F/J#$&�HJ J���+ ���A� �G$&�a3#� ������3#��*�����3(��	 $'� ��J#	 ��$&1#1#>'	 F/J($'� Jv�($'+�	�����+���J#	 ��3#��*�	%K � $&"%3#��	|���
+�J#��F/+@���#	�������J#	8��J#��	�	8+�	������H����	8+�J#	�	���+��-�����5	�10���0��J#	�1#$&+�����$&��$&�����G�@���L��J(	8�����H���
��>?�#K-�C�@���%�#+�$&+���+@���q��>&>
$&�#��>&$&�#	�1a�#�����A��>&+_����$&"�$&������$&�#"g�i���%� ��J#	/>'	 �i�_J���> �����L��J(	��
���H���
��> �6���#10��	�����$ �
����$'�#" ���_��J#	?�
��+��9������	d��+�	Q�
���/>&������>L+�$&�#"�3#>?����$&�C,���J(	�,�	��#����3(�G��	��/���:��J#	 1#$&+�����$&��$&��������K � $&"%3#��	C��� +�J#��F/+����(����J(	��/+�J(	�	��/F/J#$&� J:1#3#	
���
��J#	�+�,����5	�����,a���!��J#	��
���H���
��>?� �����5�
	����%�#+�$&1#	���	�1A� ��$&�������8$&�A��"�	����!��J#	��
��+��dK 2 J#$&+ ���%�#+�$&+���+8���_��>&>
$&�#��>&$&�#	�1A�#�����A��>&+��%��$&"�$&������$&�#" �i����� ��J#	g��$&"%JG��J���>I�@���@��J#	g����� ���
�%> �
���#1 ��"G��$'�5��	�����$ ������$'�#"a������J#	'�
��+��
������	���+�	��{���6>&������>8+�$&�#"�3(> ����$&�C, ��J#	�, 	��#���%3#�G��	���K��C�6$&+6��J#	a$&�G��	���+�	�����$&�%� ������J#	�+�	a�CF �{+�J#	�	���+6�#���&� 	�����	�1
1#��F/� ��J#	6�#>?���#	 F/J($'� J5�i�%���5+ ��J(	 +�E�	�>&	������ ��� ��J#	 �����H���
�%>?�#K � $&"�3#��	=���{+�J#��F/+ ��J#	 ��J($'��1 +�J#	�	������ ��J#	
����� ���
��>?�
1#$&+�����$&��$&�����G�dK 2 J($'+/�����#+�$'+���+/��� ��>&>L�#�%���A��>&+/F/J#$&�HJ:J��d*�	g�
��+�+�	�1:�
	�,����(1A��J#	F������	���+�	��a$&�:��J#	
1#$&+�����$&��$&��������KZ�C�5��J(	�����+�	����@��J#	������H���
��>?� ��J#$&+81#��	�+��!
 �8$&����	���+�	�����F/$&��J:���G, ����J#	��8+�J#	�	�� ���#15��J#	���	 �i�%��	
1#��	�+��!
 �6���%�G����$&�#3#��	a��� � +�E�	�>&	�� ��>8�#� ���#� JLK_�Z� �:+�$&�#"%>&	a+�J#	�	��6F���+6���%�#+�����3#����	�1 �i����� ��J#	aF/J(��>&	a��3#��*�	
��J#	��A��J(	g�
������$&���(+�$&�b�D"�3#��	9���a���(1b�
"%3#��	C���gF8��3#>&1A����"%	���J#	��=�i�%���V� +�	�> �_$&�G��	���+�	�����$'�("0+�J#	�	��dK

2 J#	
�(������	�+�+ ����"��%$'�("��-����� � ��F $&�:��"�	0��� +�E�	�>&	��H��>=1#	�+�����$&�#��$'�%� $&��*���>&*�	�+ ��J#��	�	0�A��$&� +�� ��"�	�+�B��#��	��(���Y�
��	�+�+�$&�#"(�#�������(3#�H����$&���:���_1($'+�����$&�5$'�
���G�����(1A1#	���	�����$'�%�A���_+�$&�#"%3#>?����$'��$&	�+��%�A��J#	g1#$&+�����$&��$&�����G�dK

2 J#	
$&�#�#3#� ���:��J#	a��>&"�����$&��J#� $&+6�5"%��	�,v>&	�*�	�>=$'�:��"%	�K��@1#"�	
+�	�"��5	��G��+6����	6�-��3#�#1 3(+�$&�#"{�:./���#�G,v	�1#"%	
1#	���	������%�g���(1 ��J#	6	�1#"%	6+�	�"%��	�����+��-����� ��J#$&+g����	6�HJ
��$&�#	�1{����"�	���J#	���3#+�$&�#"A�a+�$&���#>&	6>&$&�#E�	���K 2 J#	�+�	6	�1#"%	
�HJ���$&�#+g����	6��J#	�� ���#�#���Y��$&�A����	�1v�G,:��3#�($'� 72��4��#>&$&�#	�+dK 2 J#	�+�	 �#��	��#������	�+�+�$&�#"5+�� ��"%	�+g����	6*�	���,:+�$&��$&>?�������
��J������i��3(�#1{$'�{��J#	6F ����EA���/4#��$&�G��� � ����� ���(1 � 	�1#$&���#$��M�a�_�%� +�,�����	�����,:1#	���	�����$&�%�v���#1{��J��������/.8J#�%�#"

�'�&��� �%�S�
�("�	����#��$&�G� 1����H�:�������(��	�+�+�$&���LK 2 J#	a�%3#���(3#�g�i����� ��J#	 �#��	��#������	�+�+�$'�("{+��H��"%	a$&+ � >&$&+�� ���
+�	��
���H����	/+��#>&$&�#	/�HJ���$&�#+�K �_���HJa�HJ���$'�a���%�#$&+���+_���L��J#	���������1#$&������	�+_������J#	/+��#>&$&�#	�+_���%�G������>
���%>&,G"%���a*�	�����$&��	�+
��+ �
�G����$&�#"a�
��$&�G�/�G3(�0�
	���+ ���#1 ��1#1#$&��$&�%����>L$&�G�i�%���A����$'���A+�3#�HJ{��+/$I�=��J#	 ��3#��*�	g$&+��%�
	��A�%����>'�%+�	�1�K

2 J#$&+ �������=���q��J#	g��>&"��%��$&��J#� ���%���#3(��	�+ ��J#	�	�����	��G� ���!��J(	 +�	������ ����	 1#$&+�����$&��$&�����G� +�J(	�	���+ ��*�	�� ��J#	��#>?���(	�K
� �(+�	�3#1(������1#	 >'$&+���$&�#"�$&+�"%$&*�	��{$&�E�
"�3(��	0�(K 2 J#	6$&�#�#3#��������J#$&+�+�� ��"%	 ����	 ��J#	6+�	������H����	6+��#>&$&�#	6� J���$&�#+dK
2 J#	g�%3#���(3#��$&+�� >&$&+��/���=�#>&���HE�+/���=�#$G�G	�>'+/F/J#$&�HJ:>&$'	 3#�#1#	�����������$'��3#>?���/+�J#	�	���+�K

�

� � 
 �

¬�©5¥|´P¡ ¨�µ�¤¶¡#¸C¡#°Y§3°&³tª�·t§�­�§�¤4§3²�ªT» §Wµ5§3°�²�¥8´	¡ ¨�¨�¥Qµ�³�¥�´S¡#°&³�ª�³�©
¤G¥5¥|¨�¥ ­�§ ¤¶§&³�¥�¨�©Y¥Q¥Q³�¨&®`¬�©5¥Q¨�¥b§�¤%¥|ªY·D³�«*ª�³�¾3­�¥�¨&¹
­Y¤G¥ �"¥�º&ªT»K£5³�¥�¨�©&¥�¥�³�¨D§&¨'¡#°I±�¢T£
¤G¥ � §0§3°5´0±�¢�£3¤G¥ � µC§3°&´�­ ª
¨�³���¥�º&ª�»K£5³�¥9¨�©&¥5¥Q³�¨D§&¨'¡#°I±(¢T£3¤G¥ � ²	®

��Ä�Ã � �#��Ç��#���������G���/�

��Ä-, 0 �_� Ç��/�#���#���_���L��� �������#��� �����!� � � Æ �L���#�

� ÉFG 

�'9�G 9CÊ8ËCA�Ë?Ñ&Í�Ê Í E ËH7D9 A����8Í0Ì?ÑQËH7 G



For each segment{

For each spline chain{

Create a polygon consisting of the spline boundary
within the segement and its corresponding evolute.

Call a scanline conversion algorithm to find what
pixels lie within the polygon.

}
}

Compute curvature at sample intervals.

Compute maxima of curvature along chain.
Compute evolute for spline chain.
Break chain into segments between maxima of
curvature and spline boundaries.

Output segment number and list of pixel coordinates.
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For each segment of spline{

For each pixel in list{

}
}

Input list of pixels within segment polygon.

Perform insertion sort using linked lists.

If(No list at this location)

Create a single linked list record.

Check linked list image array at pixel coordinates.

   insert new record and return.

Insert pixel coordinates and spline segment into record.

Insert distance into existing record.
Compute distance of pixel to spline segment of existing record.

Insertion_sort(pixel_coordinates)

elseif(Only one record in linked list)

Else(More than one record in linked list)

Compute distance of pixel to spline segment of new record.

Traverse list performing insertion sort based on distance.

If(neighbouring record distances < threshold)
Mark Skeletal point in output image

Insert distance into new record.

Compute distance of pixel to spline segment of new record.

Traverse list performing insertion sort based on distance.

If(neighbouring record distances < threshold)
Mark Skeletal point in output image

Insert distance into new record.

Allocate memory for image sized array of pointers to link lists
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